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Resumen

Este trabajo tiene por objeto investigar la ensefian-
za de los sistemas de ecuaciones lineales, usando
la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud.
Dicha teoria permite estudiar el proceso de ense-
fianza-aprendizaje de los conceptos matematicos y
las relaciones existentes entre ellos.

Palabras Claves: Concepto per se, Campo concep-
tual, sistemas de ecuaciones lineales, eliminacion
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Abstract: This work has the object to investigate
the teaching of the linear equations systems, using
the theory of Vergnaud conceptual fields. Such
theory permit to study the teaching-learning process
of the mathematical concepts and the existing
relations between them.
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1. La naturaleza de los conceptos

El ser humano vive inmerso en un mundo de con-
ceptos en lugar de objetos, acontecimientos y si-
tuaciones. La realidad, hablando en sentido figura-
do, se percibe a través de un filtro conceptual o de
categorias; esto es, del contenido cognoscitivo que
un grupo de palabras habladas o escritas provoca
en el receptor de un mensaje, se recibe una version
muy simplificada, abstracta y generalizada de los
hechos reales del mundo fisico, a los cuales se re-
fiere, y de las experiencias concientes y reales que
tales hechos producen en el narrador. Cuando una
persona dice por ejemplo que vio un “auto”, no nos
estd comunicando verdaderamente su experiencia
real, sino una versidn simplificada y generalizada
de el: una interpretacion que refleja el consenso

cultural relativo a los atributos esenciales de “auto”.
Su experiencia conciente y real del acontecimien-
to con respecto al tamaiio, la forma, el estilo, el
matiz y el costo probable, que el mensaje comuni-
cado por el genérico término “auto”. Si la persona
antes citada tratase de comunicar en realidad su
experiencia cognoscitiva detallada, necesitaria bas-
tante tiempo, y aun asi seria completamente inca-
paz de expresar muchos de sus matices mas sutiles.

En resumen, debido a la influencia de los concep-
tos que se hallan en su estructura cognoscitiva, el
hombre experimenta una representacion conciente
de la realidad, muy simplificada, esquematica, se-
lectiva y organizada, en lugar de que tenga una
imagen completa y sensorialmente fidedigna de ella.
Esta representacion simplificada y generalizada,
alcanzada por la existencia y el empleo de concep-
tos, hace factible la invencion de un lenguaje con
significados relativamente uniformes para todos los
miembros de una cultura, con lo que se facilita la
comunicacion interpersonal (Vygotsky, 1962). Tan
importante como esto es lo que hace posible el es-
tablecimiento de constructos inclusivos y genéri-
cos en la estructura cognoscitiva y de combinacio-
nes proporcionales de ellos, en relacion con los
cuales se adquieren y retienen mas eficazmente
nuevos significados correlativos y derivativos,
como parte de un cuerpo organizado de conocimien-
tos, y la manipulacion, interrelacion y reorganiza-
cion de las ideas que intervienen en la generacion
y comprobacion de la hipdtesis, en consecuencia
en la resolucién significativa de problemas
(Ausubel, 1976).

Podemos definir a los conceptos como objetos,
acontecimientos, situaciones o propiedades que
poseen atributos de criterios comunes y que estan
disefiados en cualquier cultura dada mediante al-
gin signo o simbolo aceptado.
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Para Platdn, los conceptos existen realmente, en un
mundo inteligible superior al mundo que muestran
los sentidos. Son las ideas perfectas, eternas, de las
cuales las cosas visibles no son mas que reflejos.
Solo el mundo de las ideas es real, mientras el mun-
do sensible no es mas que apariencia. Las cualida-
des de las cosas visibles no existen mas que por
participacién de las ideas eternas. Nuestra alma pri-
sionera del cuerpo, solo conocera verdaderamente,
totalmente, las ideas después de la muerte.

La noci6n implicita en la metafisica de la Grecia Cla-
sica de que los significados conceptuales o esencia
de las cosas estan axiomaticamente dados y presen-
tan una existencia aislada y concreta por derecho
propio, aparte de los objetivos fisicos de los cuales
son esquematizados selectivamente, es actualmen-
te insostenible cientificamente. Como abstracciones
los conceptos representan tan solo una de las mu-
chas maneras posibles de definir una clase y no dis-
frutan de existencia real en el mundo fisico. En tér-
minos psicoldgicos, sin embargo, los conceptos son
reales en el sentido de que:

a) Pueden ser adquiridos, percibidos, entendidos
y manipulados como si disfrutaran de existen-
cia independiente por derecho propio, y

B  Son percibidos y comprendidos tanto denotativamente
como en razon de sus funciones sinticticas, casi de la
misma manera de una cultura a otra.

2. La teoria de los campos conceptuales

“La nocion de Campo Conceptual la introduce
Vergnaud (1991) y la define del modo siguiente:
un Campo Conceptual es una tripleta de conjun-
tos C= (S 1, S) donde

§: es el conjunto de situaciones que dan sentido al
concepto (el referente).

I : es el conjunto de invariantes en la que se basa la
operatividad de los esquemas (el significado).

S : es el conjunto de formas lingiiisticas que permi-
ten representar simbolicamente el concepto, sus pro-
piedades, las situaciones y los procedimientos de
tratamiento (los significados)” (Chamorro, 1999).

Esta teoria de la psicologia del desarrollo
cognoscitivo, estudia los fenémenos didacticos de
la ensefianza de la Matematica desde el interior del
individuo, y proporciona un marco coherente, asi
como principios sdlidos, para dar inicio al estudio
del funcionamiento de los conocimientos de los
alumnos. Ademads proporciona un modelo que per-
mite estudiar los procesos de ensefianza-aprendi-
zaje de los conceptos matematicos de las relacio-

nes que existen entre ellos, y sobre todo de las rela-
ciones existentes entre el contenido que se ha de
ensefiar y de las actividades de los alumnos dentro
del aprendizaje significativo.

“Sé6lo un andlisis a fondo del contenido puede pro-

porcionar un esquema de organizacion de concep-
tos que de cuenta de la interdependencia entre unos
y otros, poniendo de manifiesto la simultaneidad o
prioridad de unos conceptos sobre otros. Un pro-
blema vital en didactica consiste, precisamente, en
determinar el orden (parcial, puesto que muchos
conceptos se construyen de manera simultanea) en
que los alumnos adquieren las nociones, y deducir
en consecuencia la complejidad de éstas”
(Chamorro, 1991).

En general, un mismo concepto aparece en una gran
variedad de situaciones, de la misma forma que en
una situacion concreta coexisten varios conceptos
diferentes, lo que obligaria, desde un punto de vis-
ta didactico, a presentar los conceptos en relacién
con las distintas situaciones en que intervienen,
evitando su presentacion aislada.

Basandose en esta idea Gerard Vergnaud introduce
la nocion de Campo Conceptual definiéndola de la
siguiente manera “Un Campo Conceptual es un es-
pacio de problemas o de situaciones problemas
cuyo tratamiento implica conceptos y procedimien-
tos de varios tipos en estrecha conexidén”
(Vergnaud, 1981). Naturalmente los Campos Con-
ceptuales estan también relacionados entre si.

Vergnaud se pregunta acerca de la naturaleza de los
saberes constituidos y su descripcion, asi como la
organizacion de los conocimientos en los alumnos,
que tenga en cuenta la accion en situaciones, fuen-
te formadora de conceptos. Ademas pretende, pro-
porcionar un marco que permita comprender las
dependencias y rupturas entre los conceptos.

La unidad de base de estas dependencias y rupturas
entre los conceptos va a ser el esquema, organiza-
cion invariante de la conducta para una clase de
situaciones. Es el esquema el que organiza y da
sentido a las acciones, situaciones y representacio-
nes simbélicas que las acompaiian. Los esquemas
en general son unidades estructurales y funciona-
les a la vez, organizaciones del producto de la acti-
vidad cognitiva e instrumentos de asimilaciéon. El
reconocimiento de invariantes va a ser la clave para
la generalizacién de un esquema.

El principio basico sobre el que va a apoyarse el
resto es que, “‘es a través de las situaciones y pro-
blemas a resolver como un concepto adquiere senti-
do para el nifio” (Chamorro, 1997). Distinguiéndo-
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se asi entre las situaciones en las que el individuo
dispone de medios para su tratamiento y aquellas
que le obligan a la reflexion y bisqueda que pueden
conducirle o no al éxito. El concepto de esquema,
pertinente en ambos casos, no funciona de igual for-
ma, dando lugar para el primer tipo de situaciones a
conductas automatizadas organizadas en un esque-
ma tnico, en tanto que para las segundas aparecen
distintos esquemas compatibles que se combinan y
acomodan, produciendo descubrimientos.

La teoria de los Campos Conceptuales va a precisar la
funcionalidad de los esquemas para el proceso de
transformacion de conocimientos a través de las si-
tuaciones centrada sobre los conceptos. Puede asi
comprenderse la transformacion de las situaciones y
la de los conocimientos en relacién con los concep-
tos y a la inversa. (Vernaud, 1991). Las competencias
matematicas van a estar sustentadas por esquemas, en
los que habra que buscar los conocimientos en actos
del estudiante, que son los elementos cognitivos que
permiten que la accidn del estudiante sea operatoria y
eficaz. Los esquemas tienen el mismo caracter légico
que los algoritmos, y son eficaces o no de acuerdo a la
situacion. Los esquemas estan sustentados sobre una
conceptuali8zacién implicita.

“Buena parte del aprendizaje escolar que deberia
ser conceptual no sobrepasa, en el caso de muchos
estudiantes, el aprendizaje representacional.
Aprende definiciones de conceptos, pero no ad-
quieren su significado, se posee las etiquetas de
los conceptos, no sus significados” (Novak, 1998).

El significado de los conceptos aumenta a medida
que las etiquetas conceptuales se asocian entre si
para formar proposiciones. Se adquieren nuevos con-
ceptos por desarrollar, formacion conceptual o por
asimilacion conceptual, en la que se adquiere el sig-
nificado de las nuevas etiquetas conceptuales cuan-
do se unen proposiciones que contienen conceptos
ya conocidos.

La utilidad de la nocién de campos conceptual pro-
cede del hecho que :

“permite estudiar de una manera mds integrada el
desarrollo simultdneo y coordinado de los diferen-
tes conceptos necesarios para la comprension de
un conjunto organizado de clases de problemas, de
procedimiento que permite tratarlos. Las jerarquias
que estos estudios ponen en evidencia no forman un
orden total, sino parcial, contrariamente al modelo
de la teoria de los estadios. La nocién de campo
conceptual rehabilita los contenidos de conocimien-
to, minimizados demasiado a menudo o borrado por
la apropiacion estructuralista” (Vergnaud, 1991),
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Como una forma de centrar este trabajo veremos el
concepto matematico de los sistemas de ecuaciones
lineales (y por ende, incluye todas las situaciones

problemdticas que se reduzcan a resolver dichos
sistemas).

3. Sistemas de ecuaciones lineales

En el centro del algebra lineal y en gran parte de las
matematica aplicadas, se halla el problema de la
solucién de sistemas de ecuaciones lineales. ;Qué
son las ecuaciones lineales? Un ejemplo sencillo
de una ecuacion lineal es ax + by =c donde x e y
son variables reales y a, b y ¢ son constantes nulas
reales. Si a y b lo son entonces la grafica de esta
ecuacion es una linea recta en el plano; ésta es una
razoén por la cual la ecuacién recibe el nombre de
lineal. La ecuacién anterior recibe el nombre de
ecuacion lineal con dos incégnitasx e y.

Los problemas que se estudian son los lineales, en-
tendiendo por aquellos en los que al duplicar,
triplicar, etc., la causa, ocurre que se duplica, triplica,
etc., el efecto; también se requiere que, al sumar las
causas, se suman los efectos.

Asi, por ejemplo, si las causas vienen representa-
das por x e y, que denotan dos niimeros cualquiera,
y el efecto es o= 3x — 2y, este a depende linealmente
delosxey.

Los problemas directos son aquellos en los que los da-
tos conducen directamente sin rodeos, a los resultados.
Si lo que se conocen son los resultados y se buscan los
datos que se necesitarian para obtener dichos resulta-
dos, se estad considerando un problema inverso (o reci-
proco). Los sistemas de ecuaciones lineales tienen esta
condicién de problema inverso, en ellos hay que hallar
los datos (por ejemplo x e y) que, en un problema de tipo
lineal, conducirian a unos resultados que nos son co-
nocidos (por ejemplo o y B). Asi, en el sistema de
ecuaciones lineales 3x — 2y = ot y 4x + 5y = B hay que
encontrar los valores x e y (que son las incégnitas) que
conducen a los resultados. ot y B que son dados.

Consideremos el sistema de m ecuaciones lineales
y n incognitas

aII Xl +a|2 X2 oot aln xn=bl

aZl xl +a22 x2+ oo +a2n xn=b2

aml xI +am2 X2+ et a'mn xn=bm

Cuando por lo menos unodeb,, ..., b_esno nulo el
sistema de ecuaciones se llama no homogéneo . Si
b,=b,=...=b_=0elsistema se llama homogéneo.

a) Unan-upla(k,k,,..., k) de nimeros, es solu-
cidn del sistema, si satisface a cada una de las
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ecuaciones, es decir, si al sustituir los valores
en cada una de las variables y al operar obtene-
mos la constante.

b) Dos sistemas de ecuaciones lineales son equi-
valentes si tienen la(s) misma(s) solucion(es).

3.1. Clasificacion de los Sistemas de Ecuaciones
Lineales

Los sistemas de m ecuaciones lineales y n incogni-
tas. Se clasifican en Consistente (tienen solucidn)
¢ inconsistente (no tienen solucion).

Los Sistemas Consistentes se subdividen en :

a) Aquellos que tienen solucién inica, ésto se da
cuando los sistemas de ecuaciones estan

formado por un nimero de ecuaciones independien-
tes, igual al de incognitas (m = n).

b) Aquellos que tienen infinitas soluciones, es-
tos se obtienen cuando al ir eliminando las
ecuaciones que dependen de las otras, obtene-
mos un sistema de ecuaciones equivalentes for-
mado por un nimero de ecuaciones indepen-
dientes menor al de incognitas (m < n).

Para obtener dichas soluciones, se dejan fijas n —m
variables, con lo cual se obtiene un sistema de
ecuaciones en el que su nimero de incdgnitas es
igual al de ecuaciones, como en el caso anterior. El
conjunto de soluciones es una variedad lineal (que
tiene infinitos elementos).

Los sistemas inconsistentes son aquellos que se
obtienen cuando al reducir el sistema, quedan den-
tro de las ecuaciones lineales resultantes,
ecuaciones impropias, (aquellas que tienen todos
sus coeficientes nulos, pero el término libre (cons-
tante) es distinto de cero) y por lo tanto, no existe
solucion alguna que lo satisfaga.

Veremos a continuacion métodos de resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales.

3.2. Método de eliminacién de Gauss

El método mas simple y mas util que debe ensefiar-
se para resolver un sistema de ecuaciones lineales
es el método de eliminacién de Gauss o eliminacién
Gaussiana. La eliminacion es el algoritmo que se
usa constantemente para resolver grandes sistemas
de ecuaciones lineales.

Veamos un ejemplo de éste método, el cual se pue-
de extender con facilidad a mayor nimero de
ecuaciones e incognitas.

Sea

1) 2x+y+z=1 4x+y =-2y

2x+2y+z=7

El método comienza sustrayendo miltiplos de la
primera ecuacion de las restantes, con el fin de eli-
minar x de las dos dltimas ecuaciones. Para lo cual
se requiere:

I) Sustraer de la segunda ecuacion, la primera mul-
tiplicada por 2;

II) Sustraer de la tercera ecuacion, la primera multi-
plicada por 1.

El resultado da un sistema equivalente de
ecuaciones.

2) 2x+y+z=1, y—-2z=-4,3y+2z=8

El coeficiente 2, que multiplica la primera incog-
nita x en la primera ecuacion, se conoce como el
pivote en este primer paso de eliminacién.

En el segundo paso no se considera la primera ecua-
cion. Las otras dos ecuaciones solo involucran las
dos incdgnitas y, z, y se puede aplicar el mismo
procedimiento de eliminacién. En este paso el pi-
vote sera -1 y se sustraera un multiplo de esta se-
gunda ecuacién del resto de las ecuaciones (en este
caso solo resta una) para eliminar y sumar la segun-
da ecuacién multiplicada por 3 a la tercera o, en
otras palabras,

IIT) Sustraer de la tercera ecuacién la segunda mul-
tiplicada por -3.

Ahora esta completo el proceso de eliminacidn, al
menos en la direccién hacia delante, y nos queda el
sistema equivalente simplificado.

3) 2x+ty+z=1 y-2z=-4 -4z=-4

Existe un orden evidente para resolver este sistema.
La 1ltima ecuacidn del sistema 3) da z = 1; sustitu-
yendo en la segunda ecuacion hallamos y = - 2; en-
tonces sustituyendo los dos valores encontrados
anteriormente en la primera ecuacion da x = 1. Este
proceso tan simple descrito anteriormente se deno-
mina sustitucién regresiva.

El algoritmo de la eliminacion Gaussiana es enga-
flosamente simple, pero hay aspectos mas profun-
dos que la simple mecanica de la eliminacién como
son la interpretacion de la eliminaciéon con
factorizacion de la matriz de los coeficientes. In-
troduciendo la notacién matricial para el sistema
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de ecuaciones simultaneas, es como AX = B donde:
A. la matriz de los coeficientes, X. la matriz de las
variables y B. la matriz de las constantes.En el sis-
tema 1) desarrollado anteriormente,

“Entonces la eliminacion consistira en factorizar
A como un producto, LU, de una matriz triangular
inferior L y una matriz triangular superior U”.
(Strang, 1988).

Lo interesante es ver como la nocion de “Campo
Conceptual como un espacio de problemas o situa-
ciones problemas, cuyo tratamiento implica con-
ceptos y procedimientos en estrecha conexion”

como lo visualizé Vergnaud, esto se cumple a
cabalidad.

3.3 El método grafico de resolucion de un sistema
de ecuaciones lineales

Este método es aplicable a sistema de dos ecuaciones
y dos incognitas, y su fundamento esta en que una
ecuacion lineal con dos incognitas de la forma ax +
by =c, con a, b, ¢ reales, les corresponde grafica-
mente una recta y la cuél queda determinada en
forma Gnica por dos puntos. Resolver graficamente
un sistema de ecuaciones lineales de dos ecuaciones
y dos incdgnitas es graficar cada una de las
ecuaciones que lo forman y determinar, en el plano,
las coordenadas del punto de interseccion de las
rectas representadas por las ecuaciones. Por lo tan-
to un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas tendra o no solucion segin la posicion
relativa de dos rectas con el plano cartesiano:

Sistema Compatible : a) Las rectas se cortan en un
solo punto (solucién Gnica)

b) Las rectas se superponen o coinciden (infinitas
soluciones)

Sistema incompatible: Rectas paralelas (no existe
solucion)

En general esta solucion no es exacta ya que de-
pende de la precision con que se dibuja el grafico y
del grado de exactitud con que se pueden leer las
coordenadas del punto de interseccion.

La extension a sistemas de tres ecuaciones lineales
y tres incognitas se obtiene del hecho que una ecua-
cidn lineal con tres incdgnitas ax + by + cz=d con

- —
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a, b, ¢ y d reales representa un plano en el espacio
tridimensional. Ademas del hecho geométrico que
la interseccion de dos planos es una linea recta.
Luego un sistema de tres ecuaciones y tres incog-
nitas tendra solucion o no tendra segun la posicién
relativa de tres planos en el espacio.

Como se puede apreciar el paso de un sistema de
dos ecuaciones a uno de tres ecuaciones con tres
incognitas marca un grado de dificultad mayor para
su representacion grafica. Pero para sistemas de
cuatro ecuaciones y cuatro incognitas es imposible
usar tal método. El espacio de cuatro dimensiones
no es representable graficamente.

Un hecho destacable de este método en su génesis
es la relacidn de las ecuaciones lineales con la gra-
fica de una recta y el uso de escala de medida para
representar puntos, lo cual conectas situaciones
cuyo tratamiento implica conceptos en estrecha
conexidn.

3.4. Método de sustitucién

En sistemas de dos ecuaciones y dos incognitas este
método consiste en despejar una de las incognitas
de una ecuacion y sustituir la expresion obtenida
en la otra ecuacion, con el objeto de llegar a una
ecuacion lineal con una incdgnita que nos entrega-
ra el valor de, la otra incognita. La generalizacion a
un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas esta
dado en forma natural despejando una variable de
una de las tres ecuaciones y sustituyendo dicho
valor en cada una de las restantes ecuaciones con
lo cual se obtiene un sistema reducido de dos
ecuaciones y dos incognitas, al que se le vuelve a
aplicar el método de sustitucidn visto anteriormen-
te. (De las Heras, Fuenzalida y otros, 1993).

3.5. Método de igualacién

En un sistema de dos ecuaciones, y dos incognitas,
este método consiste en despejar la misma incognita
en funcién de la otra, en cada una de las ecuaciones,
para posteriormente igualar las expresiones resul-
tantes, con el objeto de determinar el valor de una de
las incognitas y por lo tanto la solucién del sistema.
(De las Heras, Fuenzalida y otros, 1993).

4.- Analisis didactico de los sistemas de ecuaciones
lineales

El analisis didactico se hara a partir de los Campos
Conceptuales, para ello veamos la tripleta que apa-
rece en la definicion de Concepto de Vergnaud en
los métodos antes sefialados.

Las situaciones problematicas de donde surgen los
sistemas de ecuaciones lineales son los del proble-
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ma reciproco de la dependencia lineal, es decir, para
aquellas situaciones en que se conocen los resulta-
dos (las constantes), pero se ignoran los datos (las
variables).

El método de eliminacion de Gauss es un algoritmo
y, por lo tanto, encontramos una organizacién
invariante de la conducta. Es decir un esquema para
la resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales.
Esta organizacion la encontramos cuando el método
recomienda la eleccion de un pivote y comienza sus-
trayendo multiplos de la primera ecuacion a las res-
tantes, con el objeto de eliminar la primera variable
del resto de las ecuaciones . Posteriormente se vuel-
ve a utilizar el mismo esquema para las ecuaciones
que estan bajo de la primera, obteniéndose un siste-
ma equivalente. Este proceso (esquema) se repite
hasta que se obtiene un sistema equivalente simpli-
ficado (forma triangular).

En este caso la ultima ecuacion es una ecuacion li-
neal de una variable en cuya resolucion encontra-
mos un nuevo esquema. Ahora esta solucion desen-
cadena un proceso de sustitucion regresiva, que en
cada caso va obteniendo una ecuacién lineal de una
variable. Las competencias matematicas, que permi-
ten a los alumnos resolver eficientemente, los siste-
mas de ecuaciones lineales por el método descrito
anteriormente estan sustentadas por los esquemas
organizadores de la conducta en la eleccion de un
pivote y las ejecuciones correctas de las operacio-
nes descritas, para lo cual se tendra que tener una
atenta concentracidn, en la ejecucién correcta de los
esquemas. Ademas ver con claridad los invariantes
dentro de los esquemas, en nuestro caso la eleccién
del pivote para ir eliminando una variable. Proceso
que se mantiene y se repite hasta la obtencion del
sistema de la forma triangular. Este invariante permi-
te generalizar dicho método con facilidad.

El método de reduccion de Gauss o reduccién
Gaussiana es un esquema estandar y automatizado
que descansa en ultimo término en la resolucién de
una ecuacién lineal con una incégnita, que se va
aplicando reiterativamente en la sustitucion regre-
siva. E] Campo Conceptual de origen es el de las
estructuras multiplicativas, que comprende a todas
aquellas situaciones en las que se tratan una o mas
multiplicaciones o divisiones y el conjunto de los
conceptos y teoremas que permiten las situaciones
de combinacién lineal y funcion lineal.

Sin embargo también el campo conceptual de las
estructuras aditivas esta presente en el algoritmo
gaussiano.

El método de Gauss se puede generalizar sin mayo-
res dificultades, debido a que esta sustentado en un

proceso invariante que es el de eliminar una variable
en la primera columna de la segunda ecuacién, con
la participacion de multiplicaciones convenientes
para escalares en la primera ecuacién, lo mismo con
la tercera, etc,.... hasta obtener un sistema triangular
equivalente al sistema original. El proceso de susti-
tucion regresiva también es una forma automatizada
de ir obteniendo el valor exacto de cada variable y
por ende la solucion del sistema.

Este método es el que mejor se adapta en forma
natural a la generalizacion con el esquema triangu-
lar de eliminacidn ya que posee un orden exacto de
eliminacion y una sustitucién regresiva
secuenciada. Por ello es el mas recomendable a tra-
tar con los alumnos.

Ademds posee filiaciones naturales con otros con-
ceptos como son el de matriz (triangular inferior)
dentro de la estructura de anillos de las matrices. Es
asi que el estudio de la matriz ampliada del siste-
ma, es decir, la matriz del sistema a la cual se le
agrega la columna de las constantes del sistema de
ecuaciones lineales, nos proporciona informacion,
sobre la funcién lineal asociada a dicha matriz (en
bases fijas). Pudiendo tener datos sobre eventuales
bases del nucleo de dicha funcion lineal. Esta nos
permite analizar y clasificar la variedad de situa-
ciones en que se encuentra el concepto tratado.

En el caso del método grafico de resolucién de un
sistema de ecuaciones lineales de dos ecuaciones y
dos incdgnitas, el esquema lo encontramos en la cons-
truccion de la grafica de cada una de las ecuaciones,
eligiendo para cada una dos pares ordenados de nu-
meros distintos que satisfagan a cada ecuacion .

Ahora bien, esta eleccion esta sustentada por el
hecho geométrico que por dos puntos distintos pasa
una unica recta. La representacion de cada una de
las ecuaciones en un mismo sistema coordenado,
nos entregara la solucién tGnica del sistema en el
punto de interseccién de las dos rectas, o infinitas
soluciones del sistema en el caso que las rectas sean
coincidentes (ecuaciones dependientes), o bien nin-
guna solucién del sistema en el caso que las rectas
sean paralelas (sin puntos comunes).

Un invariante en el método grifico lo encontramos
en la eleccion de la pareja de pares ordenados de
numeros, que satisfagan la ecuacidn. Esto se hace
tomando un ntimero conveniente, como valor de
una de las incégnitas por ejemplo x y obteniendo
el valor correspondiente para la otra incognita y.
Una vez encontrados esta pareja se representan en
el plano cartesiano y se unen los puntos representa-
dos, por una regla, esto nos da la grafica de la recta
que pasa por los puntos elegidos.
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Los otros métodos sefialados anteriormente, méto-
do grafico y método de sustitucion adolecen de li-
mitaciones.

El método grafico, por ejemplo, tiene la limitacién
de la imposibilidad de extenderlo a casos mas ge-
nerales como es m = n = 40 mds, ya que con siste-
mas de tres ecuaciones y tres incégnitas se torna
complicado graficar este resultado. La gran ventaja
se obtiene en el caso de dos ecuaciones de dos in-
cognitas donde podemos con facilidad conectar al
alumno con un panorama mas amplio de conceptos
(grafica de una funcion, escalas y medidas) que
permiten visualizar el concepto de solucién de un
sistema a través de una grafica simultidnea de
ecuaciones. Este recurso didactico permite buenos
resultados, ademas permite describir con precision
la variedad de conductas, procedimientos y razo-
namientos de los alumnos.

En la resolucion de un sistema de dos ecuaciones y
dos incognitas por el método de sustitucion encon-
tramos un esquema, en el despeje de una de las in-
cognitas en una de las ecuaciones en funcion de la
otra incognita. Este esquema le cuesta a muchos
estudiantes por la presencia de teoremas en acto
errado del alumno y debe ser efectuado con soltura
y precision. El esquema continia una vez que se
tiene la incognita elegida despejada. Se procede a
su sustitucion en la otra ecuacion, todo lo cual nos
conduce a otro esquema que es la resolucién de
una ecuacion lineal con una incégnita, que da el
valor de numérico de una de las incognitas. Este
valor se sustituye en la variable despejada y se ob-
tiene la solucion del sistema.

Un invariante en este método lo encontramos en la
eleccion y posterior despeje de una de las incogni-
tas en funcion de la otra.

El método de sustitucion tiene la desventaja de ser
de tramite engorroso cuando el sistema a tratar tie-
ne un alto numero de incdgnitas y ecuaciones.

Una ventaja a sefialar es la que permite el trabajo
de despeje de incognitas en término de otras y su
posterior sustitucién en una ecuacién. El trabajo
de este invariante, le proporciona herramientas uti-
les al estudiante en el desenvolvimiento del que-
hacer matematico futuro con conceptos diferentes.

El método de igualacidn, segin la teoria de
Vergnaud esta sostenido por la organizacién
invariante de la conducta que resuelve las situacio-
nes de expresar un término (incégnita) en funcién
de otro término (incognita). Este esquema es la base
fundamental de muchas técnicas empleadas en ma-
tematica, pero en este método, por sobre todo, fun-
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ciona el conocimiento en acto mas primogénio en
matematica como es la nocidn de igualdad, que per-
mite literalmente pegar expresiones, logrando con
ello trasladar la situacién inicial a un esquema cono-
cido, como es, el de resolver una ecuacidn lineal
con una incdgnita. La solucién obtenida nos con-
duce a la solucién del sistema inicial, mediante una
sustitucion en una de las expresiones despejadas.

En los invariantes operatorios de este método, como
son los procesos que permiten despejar y posterior-
mente igualar expresiones, se encuentra la clave
que lleva a extender este método a sistemas con
mayor nimero de ecuaciones y mayor nimero de
incégnitas.

Como aplicacion de la teoria de Vergnaud a los
fenémenos didécticos, cabe destacar que en las si-
tuaciones iniciales de su aprendizaje es importante
trabajar los sistemas de ecuaciones que estan for-
mados por un nimero de ecuaciones independien-
tes igual al de incognitas. Esta condicién inicial
conduce a la solucion unica del sistema.

La resolucion de un sistema de dos ecuaciones y
dos incognitas es recomendable introducirla me-
diante el método grafico en su etapa inicial, es de-
cir, en estudiantes del 2° afio de Educaciéon Media
(15 a 16 afios) como la busqueda de las coordena-
das del punto de interseccion de las rectas que re-
presentan a las respectivas ecuaciones. De prefe-
rencia en sistemas que tengan soluciones consti-
tuidas por nameros enteros. En el caso de que las
ecuaciones sean dependientes (una ecuacion es com-
binacién lineal de la otra), esto se representara
geométricamente por rectas coincidentes, y por lo
tanto, el sistema tendra infinitas soluciones. Los
sistemas incompatibles, (sin soluciones) se
visualizan eficazmente con éste método por las rec-
tas paralelas.

Las limitaciones de este método (caso en que la so-
lucion no esté constituida por nimeros enteros) nos
pone en la situacidén de resolver el sistema de
ecuaciones empleando los métodos ya menciona-
dos. Sin embargo, en el caso que este sistema de
ecuaciones esté formado por un namero de
ecuaciones independientes igual al nimero de in-
clgnita y este aumente, tiene supremacia en eficien-
cia, eficacia y efectividad el método de Gauss, como
es el caso de la ensefianza en cursos superiores.

Los sistemas de ecuaciones lineales constituyen no
solamente un tema de gran interés en la ensefianza
del algebra en la Educacién Media, sino también
es una de las cuestiones que proporciona mayor
rendimiento formativo y practico en la matematica
del ciclo medio.
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La importancia excepcional de las ecuaciones li-
neales reside precisamente en la posibilidad de co-
nectar o ligar la realidad con la matematica, me-
diante representaciones de situaciones - problemas
que el alumno resuelve generalmente por su propio
esfuerzo estableciéndose un proceso de devolucién
interesante. Posibilidades de aplicacién de proce-
dimientos heuristicos y aplicacion a las mas varia-
das situaciones concretas, constituyen los elemen-
tos basicos de su importancia didactica. “Es nece-
sario que estas caracteristicas sean tenidas en
cuenta por el profesor, quien debe enfrentar los
retos en la negociacion acertada de los significa-
dos. El aprendizaje es una actividad que no se pue-
de compartir, pues es principalmente responsabi-
lidad del que aprende, el profesor es el responsa-
ble de buscar la mejor negociacion posible de sig-
nificados y un clima emocional que favorezca el
aprendizaje significativo. El profesor debe asimis-
mo aceptar su papel en la negociacion de signifi-
cados y en la creacion de un clima emocional pro-
picio que la fomente”. (Novak, 1998).

El desarrollo histdrico de las formas linguisticas y
simbolégicas que permiten expresar un sistema de
ecuaciones lineales tales como la expresion gene-
ral.

n
Da, x=b,j=12..,m.

i=l

o bien la forma matricial AX =B
donde

A=(a)es la matriz del sistema, X = (x,) es la matriz
de las incognitas y

B= (bj) es la matriz de las constantes

Denotan una manifiesta evolucién y precision de
los conceptos involucrados que permiten conectar-
lo con redes conceptuales diferentes, todo lo cual
va enriqueciendo la clase de situaciones y proble-
mas iniciales, lo que permite ser de gran ayuda en
la solucion de problemas mas complejos, transfor-
mandose la representacion simbdlica en un medio
decisivo en la conceptualizacion.

El Algebra lineal, proporciona poderosos métodos
que permiten automatizar los procedimientos, a tra-
vés de los cuales se logra obtener las soluciones de
sistema de ecuaciones lineales. Estos sistemas tie-
nen una especial importancia, puesto que en una
gran variedad de situaciones provenientes de las
ciencias de la naturaleza (fisica, quimica, biologia,
etc.) o de las ciencias humanas como la psicologia,
sociologia, economia etc.,), surgen abundantes si-
tuaciones que se modelan a través de sistemas de
ecuaciones lineales, que constan de gran cantidad

de ecuaciones y gran cantidad de incégnitas y la
solucion de dichos sistemas es la expresion cuanti-
tativa de dicha situacion.

4.1. Dela cantidad de operaciones que la eliminacién
de Gauss requiere

La pregunta practica, de hecho financiera que se
puede plantear es ;Cuantas operaciones aritméti-
cas separadas requiere la eliminacion gaussiana para
un sistema no homogéneo de n ecuaciones y n in-
cognitas? Si n es grande dichos cilculos los pue-
den hacer los ordenadores. Dado que se conocen
todos los pasos, se puede predecir el nimero de
operaciones que se realizarian. Si consideramos
solamente las operaciones de la izquierda del siste-
ma, estas operaciones son de dos clases. Una es una
division por el pivote con el objeto de encontrar
qué multiplo (por ejemplo 1) de la ecuacidn corres-
pondiente al pivote sera sustituida de una ecua-
cion debajo de ella. A continuacion, cuando reali-
zamos esta sustraccion de una ecuacion de otra,
encontramos cada vez una combinacién de multi-
plicacidén - sustraccion; los términos de la ecua-
cion que corresponden al pivote se multiplican por
1 y entonces se sustraen de la ecuacién debajo de
ella.

Supongamos que se llama a cada divisiéon y cada
multiplicacién — sustraccion, una sola operacidn.
Al principio, cuando la primera ecuacién tiene lon-
gitud n, lleva n operaciones por cada cero que lo-
gremos en la primera columna : una para encontrar
el multiplo 1, y las otras para encontrar las nuevas
entradas a lo largo de la fila. Hay n-1 filas bajo la
primera, de manera que el primer paso de la elimi-
nacién necesita n (n-1) = n*> — n operaciones. Las
etapas posteriores son mas rapidas, porque las
ecuaciones se vuelven progresivamente mas cor-
tas. Solo, se necesitan k? — k operaciones para des-
alojar la columna debajo del pivote, empleando el
mismo razonamiento aplicado en la primera etapa,
cuando k era igual a n. En conjunto, el nimero to-
tal de operaciones aritméticas en los lados izquier-
dos de las ecuaciones:

P=(+...+n)-(1+...+n)=n(m+1)(2n+1)
-ni(n+1)=4(n’-n).

S i n es suficientemente grande, una buena estima-
cién del nimero de operaciones es P~ n? .

La sustitucion regresiva es mucho mas rapida. La
iltima incégnita se encuentra con una operacién
(una divisién por el ultimo pivote), la penultima
requiere dos, y asi sucesivamente. La sustitucion
regresiva requiere un total de operaciones

Q=1+2+...+n= n(n+1) n? (Strang, 1998)
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Dada la importancia que los sistemas de ecuaciones
lineales tienen, es necesario plantearse algunas con-
jeturas sobre su ensefianza.

.- La enseﬁanza de los sistemas de ecuaciones li-
neales no contempla la totalidad de las co-
nexiones de los conceptos que las sustentan.

2.- La ensefianza de los sistemas de ecuaciones li-
neales en el ciclo medio contempla distintos
métodos de resolucién que no son los mas ade-
cuados para una generalizacion.

3.- En el ciclo medio de ensefianza por lo general
se omite el método de eliminacion de Gauss.

4.- El método de eliminacion es el mas apto para la
generalizacién.

5.- El método de eliminacion Gauss es el mas eco-
némico en tiempo.

6.- Elmétodo de eliminacién de Gauss permite una
‘conexi6n natural con otras redes conceptuales.
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