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Resumen

El propésito de este trabajo es mostrar la caracteriza-
cion de un tipo especial de estructura algebraica no
asociativa, como las algebras alternativas simples,
con la condicion adicional de la conmutatividad, con
el uso de una categoria particular de subconjuntos de
ella como lo son el centro asociativo, el centro conmu-
tativo y el centro.
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Abstract

The purpose of this work is to show a characterization
of certain type of non asociative algebraic structure,
like simple alternative algebras with the additional
condition of the commutative property, using a particular
type of subsets of them, as the associative center, the
commutative center and the center.
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Introduccién

Este trabajo se enmarca en el estudio de las algebras
no asociativas, recoge las ideas vertidas inicialmente
por Arthur Cayley (1821-1895) en la creacién y de-
sarrollo del élgebra de los octoniones. Dicho trabajo
abre una brecha en la fortaleza de las leyes formales
que hasta entonces, se habian respetado en todas las
generalizaciones de numeros. Un digebra alternativa
sobre un cuerpo K, es un dalgebra A sobre K que verifica
una propiedad de asociatividad débil, expresada en la
satisfaccion de dos identidades para todo sus elementos,
ellas son: a® b = a(ab) y ab® =(ab)b para todo a, b ¢ A.
Ejemplo de dlgebra alternativa y no asociativa: los
octoniones de Cayley o dlgebra de Cayley-Dickson (ver
Schafer et al [3, pag. 5]) . Se sabe en 1951 (Bruck y
Kleinfeld) que la unica dlgebra de division alternativa
y no asociativa sobre el cuerpo de los niimeros reales
R es la de los octoniones de Cayley, y en 1958 Dott y
Milnor determinan que las unicas algebras de division
de dimension finita sobre R son las de dimension 1, 2,
4 y 8. Aquellas que son asociativas, son isomorfas a R,
C y H (cuaternios de Hamilton). Por otra parte, aquellas
que son alternativas y no asociativas, son isomorfas al
algebra O de los octoniones de Cayley (Bouvier, A. y
George, M. [1], 1984). La naturaleza de las algebras
alternativas simples se conoce por los trabajos publi-
cados en el siglo XX por los matematicos Max Zorn en
la década del treinta, Richard D. Schafer, en la década
del cuarenta. En la siguiente década estan los aportes de
Adrian Albert, L. A. Skornyakov, R.H. Bruck y Erwin
Kleinfeld. Los teoremas de estructura de las algebras
alternativas se presentan en la publicaciones de Kleinfeld
en 1958, M. Slater entre 1969 y 1971, K.A. Shevlakov
en 1972 e Ivan Shestakov en 1976.

1. Conceptos Bésicos

Definicion 1. Un digebra es un espacio vectorial 4,
sobre un cuerpo F, dotado de una multiplicacion
bilineal 4 x 4 —A de (x,y) = x y, que es distributiva

a la izquierda y a la derecha, es decir:

x(ay + by) = a (xy) + b(xz) (distributividad a izquier-
da)

(ax + by)z = (ax)z + (by)z (distributividad a derecha)
para todo a,b ¢ Fy paratodo x,y, z ¢ 4.

Definicién 2. Sea A un algebra. E/ asociador en A es
la funcién trilineal

(x,¥,2)=(xy ) z-x (yz), paratodo x, y, Z ¢ A.

Definicion 3. Un dlgebra es asociativa si (x, y, z) = 0;
para todo x, y, z ¢ A. Un dlgebra es no asociativa si la
identidad anterior no necesariamente se satisface.

Definicién 4. Un digebra A es alternativa si satisface
las identidades alternativas a la izquierda y a la derecha,
es decir

X xy)=0y(y,x,x)=0,paratodo x,y € A.

Definicion 5. Un algebra A es flexible si satisface la
identidad (x, y, x)= 0, para todo x, y ¢ A.

Observacion 1.

1) SiunalgebraA es alternativa entonces es un dlgebra
flexible.

2) Sise cumplen dos de las identidades dadas en las
definiciones 4 y 5 entonces se cumple la tercera.

3) Ejemplo de algebra alternativa simple no asociativa
es el dlgebra de Cayley-Dickson.

Nota: Uno de los principales problemas en teoria de
algebras alternativas es la caracterizacion de ellas, es decir,
el conocimiento de las propiedades de su estructura.

Definici6n 6. Un algebra A es anticonmutativa si satisface
la identidad x? = 0 para todo x ¢ 4.

Definicién 7. El conmutador en un algebra 4 es la
funcidn bilineal [,] definida por:

[x,y] =xy—yx, paratodo X,y ¢ A.

Un 4lgebra 4 es conmutativa si satisface la identidad
[x,y] =0, para todo x,y ¢ A.

Definicion 8. Sea 4 un élgebra. Dados dos subconjuntos
By C de A, BC es el subespacio vectorial generado
por los productos yz dondey ¢ B, z¢ C.

Definicién 9. Una subdlgebra de un dlgebra A es un
subespacio B de 4 que satisface la condicion

BBcB.

La subalgebra generada por un subconjunto S de un
dlgebra A es la mas pequeiia subalgebra de A que
contiene a S.

Definicién 10. Un ideal bildtero de un dlgebra A (o
simplemente ideal), es una subélgebra B que satisface

la condicién:

AB + BAcB.
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Definicion 11. Un dlgebra A es simple si A4 # {o} y A
no tiene ideales excepto los triviales {o}y 4.

Definicién 12. Definamos en un algebra 4 cualquiera,
los tres siguientes subconjuntos:

El centro asociativo N(A) de A se define por:

N(A)= {nc A| (n,A,A) = (A,n,A)=(A,A,n) = {o}}.
El centro conmutativo K(A) de A, definido por:
K(A)={ke Ak A]={o}} .

El centro Z(A) de A, se define por:

Z (A)=N(A) nK(A).

2. Resultados Preliminares

Lema 1. Sea A un algebra cualquiera, X, y, Zze Ay n N(A).
Entonces se cumplen las siguientes igualdades:

1) n(x,y,z) = (nx,y,z).
2) (xn,y,z) = (x,ny,z).
3)  (xy,2)n=(x,y,zn).

Ademas, si uno de los elementos x,y,ze(A) , entonces
se cumple la siguiente igualdad en 4:

4 Dyzl=x[yz] +[xz]y

Demostraciéon. Demostremos preliminariamente la
identidad de Teichmiiller

5)  (wx,y,2) + (Wx,yz) =w (X,y,2) + (W,x,y)z + (W,xy,Z),
para todo x,y,z,weA.

Desarrollando tenemos:

((wx) y ) z = (Wx)(yz) + (Wx)(yz) - w(x(yz)=w
((xy) z - x(x(y2)) + (Wx)) y - W (xy)))z
+(wxy))z - w((xy)z)

((wx)y)y - w(x(yz)) = (xy)z) — w(x(yz))H{(WX)y)z -
(W(xy)) + (W(xy))z — w((xy))z.

Cancelando tenemos que se cumple dicha identidad

Si en la relacién (5) tomamos w = ne N (A) entonces:

(0, A, A)=(A,n,A)=(AA, n)= {0}

(nx,y,z) + (n,x,yz) = n (x,y,z) + (n, X, y) + (n,xy,z)
(nx,y,2)+0=n(x,y,2)+0+0
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n{x,y,z) = (n X, y,Z).
Si en (5) tomamos x =n ¢ N (A), entonces:

(wn, y,2) + (W,n,yz) = w(n,y,z)+H(w,n,y)z+(w,ny,z)
(wn, y,z) + 0 = w.0 + 0z +(w,ny,z),
(wn, y, z= (W, ny, z).

Si en (5) tomamos z =n ¢ N (A), entonces:

(wx,y,n) + (W,x,yn) = w (x,y,n) + ( W,x,y)n+(w,xy,n)
0 + (w,x,yn) = 0 + (w,x,y)n + 0, (W,x,y)n =(w,X,yn).

Veamos que en cualquier 4lgebra es valida la siguiente
identidad:

6) [Xy,Z] -X [Ysz] ) - [x,)’] y = (x’y’z) - (X,Z,}’) +
(z,x,y), para todo x,y,z ¢ A.

Desarrollando tenemos:

[xy.z] - xlyz] - [x,zly = (xy)z - x(yz) — (x2)y +
X(zy)Hzx)y — z(xy)
=((xy)z—x(y2)) - (x2) y - x(zy)) + (zx)y - z(xy))
= (X,y,z) - (X,Z,Y) + (Z,x,}’)-

Luego si a lo menos uno de los elementos x,y,z (¢ N
A) tenemos que:

(x,y,2) = (x,2,y) = (z,x,y) = 0 luego de (6) tenemos
[Xy,Z] -X [yaz] - [x,z]y =0
[xy,z] = x [y,z] + [x,2] y.

Corolario 1. Sea A digebra cualquiera, el centro aso-
ciativo o nucleo N(A) y el centro Z(A) son subdigebras
de A . Si el dlgebra es alternativa, entonces el centro
conmutativo K(A) es también una subdlgebra de A, y
ademds 3K(A) c N (A).

Demostracion. Veamos que N(4) es subalgebra de A:

0 € N(A) pUéS (O,X,Y) = (X,O,)’) = (X,y,o) = 0’ para todo
X,y eA.

Sea n, m, ¢ N(A) entonces (m,X,y) = (X,m,y)=(x,y,n)
=0

(m,x,y) = (x,m,y) = (x,y,m) = 0
(n+m,x,y) = ((n+m)x) y — (n+m) (xy)
= (nx)y + (mx)y — n(xy) — m(xy)
=((nx)y —n (xy)) + ((mx) y — (m(xy))
=(n,xy)+(mx,y)=0+0=0
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analogamente se demuestran los otros casos por lo
tanto n + mgN(A).

seao € F,ne N (A) entonces . n € N (A).

(anx,y) = ((x)x)y — (o n)(xy) = & ((nx)y) — & n(xy))
=a ((nx)y - n(xy)) =0 (n’xa)’) =0.

Analogamente se demuestra los otros casos, por lo
tanto n € N(A4).

n,m € N (A) entonces nm € N(A).
(nm,x,y)=n(m,x,y)=n.0=0
(x,nm,y) = (xn,m,y) =0
(x,y,nm) = (x,y,n) m=0.m = 0.
Luego nm € N(A).
Luego N (A) es una subalgebra de A.
Z(A) =N(A) " K (A) es subalgebra de A.
* 0e€Z(A)puesOeN(A)y0eK(A).

* Seann,me Z (A) entonces n, m € N(A) An,m € K (A)

(nA A= (AnA)=(A,An=0 A [nA]=0
(mA,A)= (A,m,A) = (A,An)=0 A [mA]=0

Se demostr6 anteriormente que: an + fm € N (A);
apeF

Veamos que si, o, p € F y n, m € K(A) entonces
on + Bm e K(A)

[an +Pmx] =M+ Pm)x—x (n+ P m)
= (an) x + (Pm) x — x (otn) — x (Bm)
= (on)x — x (an) + (Bm) x — x (Bm)
=a (nx) — o (xn) + B (mx) - B (x m)

=(nx —xn) + B (mx — x m)
=o[nx] +p [mx]= a0+P-0=0+0=0

Luego an + m € K(A) por lo tanto an + B m € Z(A).
Demostremos que:
* Sean,me Z (A)entonces nm € Z (A)
si n,m € N(A) entonces n'm € N (A) (demostrado
anteriormente).
sin,m € K(A) entonces n'm € K (A) (P.D.).

usando la relacion (6) tenemos que:

[nmx] -n [ m,x ] - [n,x]m = (n,m,x) - (n,x,m)+
(x,n,m))[n m,x] = 0 entonces nm € K (A) "N (A)

luego nm € Z(A)
luego Z (A) es una subalgebra de A.
Veamos ahora que: 3K(A) = N (A)

Si A es un algebra alternativa es decir si (x,x,y)=0y
(y,x,x)= 0; para todo x, y € A Entonces la identidad

[Xy,Z] - x[yaz] - [X,Z] y= (xayyz) - (Z,Xa)’) + (Z,X,Y)
se reduce a la forma

7) [Xy,Z] - x[y’z] - [X,Z]Y =3 (X,Yaz)

algebra alternativa implica algebra flexible (x,x,y) =0
siy solo si (x,y,x)=0

linealizando esta expresion tenemos:

1) (Z,X,Y) == (x’Z’Y) ) ii)(Z,X,Y) =- (Z’ysx) )
iii)(Z,y,X) == (x’y,z)

luego sustituyendo en la identidad 6 tenemos:

[xy,z] - x [y,z] - [x, z]ly = (x,,2) — (x,2,y) + (z.X.y)
= (xy,2) +(zx,y) + (zxy)
= (x,y,2) + 2(zx,y)
=(xy,2) + 2 ({z,y:X))
=(xy,2) + 2 ({(x,2,))
=(x,y,2) +2(x,y,2)
=3 (x,y,2).

* Sea3ke3K(A),k € K(A) entonces [k,x] =0

(3 kxy) =3 (kxy) =3 (xk,y) =3 (k) = [xy, K] -
x [yk] - [xkly = 0—x 00y =0

luego (3k,x,y) =0 ; paratodo x,y € A
luego 3k € N (A)
3K(A)c N (A).

veamos que si A es un algebra alternativa, K(A) es una
subdlgebra de A.

e 0eK(A)pues[0,A]=0

sie, e Fyk,k’ e K(A)
veamos que si A es un algebra alternativa K(A) es una
subdlgebra de A.

0 € K (A) pués [0,A]= 0

sia,peFykk’ e K(A)entoncesak+Bk’ e K (A)si
k, k’ € K(A) y x € A tenemos por identidad 7) y dado
que A es alternativa.

3 (kk’, x) =[kk’,x] -k [k’, x] - [k,x] kK’
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como 3 (k,k’, x)=(3 k, k’, x) =0 (pues 3 k € N(A))
luego [kk’ ,x] = 0 entonces k.k’ € K (A)
luego K (A) es una subalgebra de A.

Corolario 2. Sea A un Q - dlgebra alternativa conmu-
tativa. Si 1/3 € Q entonces A es asociativa

Demostracion. como A es conmutativa entonces
K(A)=A

Z(A)=K(A)NnN(A)=ANnN(A)
luego A=K (A)c Z (A)

Teorema 1. Si A es un algebra simple, entonces
Z(A) = {o} vV Z(A) es un cuerpo.

Demostracién. Sea Z = Z (A) # {o}. Como
Z=K(A)nN(A)

Z es asociativo y conmutativo. Nos basta probar entonces
que Z contiene (o existe) un elemento neutro y que todo
elemento no nulo tiene inverso multiplicativo en Z.

Seaze A; z#0zAes unideal del dlgebra A pues:
0ezA,0=2z-0,0e A

* za,za,€zA=za-za=2z2(a—-a)€czA;a
-a,€A

*+ beA,zaezA=b(za)=b(az)=(ba)zezApuesbacA
(za)b=z(ab)ezApuesabe A

ademas zA # {0} puesz2=zz e zA. Como A es un
algebra simple implica zA = A como z€A entonces
X=zy,ciertoy € A

zA# {0} pués z?=zze z A

Como A es un algebra simple se tiene que zA =A. Dado
que z € A entonces existe € € A. Tal que

ze=zyez=z
Sea x € A entonces x =zy ciertoy € A

ex=e(zy)=(ez)y=zy=x,xe=(zy)e=yz)e=y
(ze)=yz=x.
ex = Xe = X, X € A luego e es el elemento neutro de A.
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Como e A entonces e € z A luego existe 2’ € A tal que
zz’=e.

luego existe elemento neutro idéntico para el algebra
Ayes*“e”.

Como e € A entonces ¢ € z A implica existe z’ € A tal
que z z’=e

Sean x, y 2 A elementos cualquiera y tal que x = zt.
Luego tenemos que

(Z'xy)=(z’zty) = (Z’zty) = (et,y) =0
(pues e € Z)

ademas ( x, z,y) = (x,y,2’)= 0 luego z’ € N (A).

como [z’ x] = [2’,zt] = [zzZ’, t] = [e,t] = O luego
z’e K(A)

por lo tanto z’ € N(A) "K (A)=Z luegoz’ € Z
por lo tanto Z es un cuerpo.

Definicion 13. Un algebra A sobre un cuerpo F se llama
central sobre F si Z(A) =F.

Teorema 2. Sea A un algebra central simple sobre un
cuerpo F, y si K es una extension cualquiera del cuerpo
F. Entonces el dlgebra A = K®_ A es un 4lgebra central
simple sobre el cuerpo K.

Demostracion.
Veamos que A es un dlgebra simple.
Sea U # {0} unideal de A,.

SeaueU,u#0luegou=2 k®a ;k eK,acAylos
k;son i en F. Se llamara longitud (o largo o extension)
del elemento u el numero de a, distintos de cero que
existen en dicha expresion.

Elegimos u € U, u # 0 de longitud minima. Ademas
identifiquemos el algebra A con la F-subalgebra 1® A de
la dlgebra A, y consideremos el dlgebra multiplicativa
M(A,) del dlgebra A, la F — subalgebra

A*=M", (A) que es generada por el operador multiplicativo
por elementos de A. Si W ¢ A*, entonces

uW =23 k®a W ¢ U. Dado que A es simple existe
W, eA*talquea W = 1.

Por lo tanto es posible pasar del elemento u a un elemento
u, ¢ U con la misma longitud y que tenga la forma

uk ®1+k,®a,+..+ k, ®a' .
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Para cualquiera ¢ Ael elemento [1 ® a, u 1= k2 ® [a,
a,J+..+k ®[aa]

pertenece a U. Sin embargo, la longitud de este elemento
es menor que la longitud de », por lo tanto debe ser
necesariamente igual a cero (0).

Puesto que las k; son Li. sobre F, entonces por propie-
dades del producto tensorial tenemos que

[a,a’]=0Oparatodoi=2,3,...,m,paratodoa e A.

En consecuenciaa’ ¢ K (A). Andlogamente obtenemos,
que a’ ¢ N(A), y finalmente

a’e Z(A)=F
Sia’=a ¢ F. Entonces
u=k®I+k,®0o,+...+k ®a_

=(k, o, ko, +...... +o k )®1=k®ldondek ¢ K
y k # 0 dado que las k; son linealmente independientes
sobre F. En consecuencia tenemos que U = A_, con lo
cual se prueba la simplicidad del algebra A, .

Consideremos el elemento z= 2. k ® a, perteneciente al
centro del dlgebra A, . Acd supongamos de nuevo que los
elementos k, ¢ K son linealmente independientes sobre
F. Entonces para cualquier a,b ¢ A tenemos que:

0=[z,1®a]= 2k ®Ja,a]
0=(z,1®23,1®b)=2 k ®(,ab),

por consiguiente [a, a} = (a,a,b) = 0, andlogamente
tenemos que (a, a,,b) = (a,b, a) =0,

es decir los elementos a estan en Z(A) =F . Sea
a=0o,¢F Entoncesz=2 k ®a=(2,0k)®1¢
K.

Por lo tanto Z(A, ) c K. Ademés claramente K € Z (A)),
con lo cual finalmente tenemos que Z(A,) = K.

Proposicion 1. (Shevlakov)
No existen algebras localmente nilpotentes simples.

Demostracién. Sea A un élgebra localmente nilpo-
tente.

Supongamos que A es simple, seaa ¢ A, a # o elemento
cualquiera. Consideremos el ideal I, generado por A a
+aAenel dlgebra A.

I,# {o} puesa’=aa+alcAataAcl,
Luego I = A dado que A es simple.

Por medio de esto, podemos encontrar elementos
X;eA tal que

Da=y aM_ M,......M

i=]

Xiri,

donde cada uno de los M, es igual a R ; o es igual a
xij”

Consideremos la subalgebra B de A finitamente generada

por el conjunto {a, x X, 5 X Xy, + finito.

12 77 ke 210 007

Como B es un algebra nilpotente. Es decir BN = {o},
entonces si en cada término de la mano derecha de la
igualdad 1) sustituimos por a y este procedimiento se
repita N-1 veces, obtenemos como resultado que a =
0. Estableciéndose una contradiccién con lo supuesto
inicialmente. Por lo tanto no existe ninguna algebra
localmente nilpotente simple.

Emplearemos en lo sucesivo A como una algebra alter-
nativa arbitraria y N = N(A), Z =Z (A) Definimos en A
la funcion de Kleinfeld de la siguiente manera:

fiw,x,y,z) = (WX, y,2) — X (W,y,2) — (X,y,Z)W.

Lema 2. La funcién de Kleinfeld f (w,x,y,z) es una
funcién asimétrica de sus argumentos.

Demostracién. Es suficiente probar que para cualquier
par de elementos de argumentos iguales f(w,x,y,z)= 0.
Pero por alternatividad a derecha f(w,x,y,y) =0 .

Si tomamos

g(w,x,y,z) = (WX,y,z)+(W,X,yz) —W(X,y,Z)
—(w,x,y)z — (W,Xy,Z).

Observemos que el segundo miembro de la relacion
anterior surge de la identidad de Teichmiiller.

Por lo tanto:

—f(z,w,x,y) = g (W,x,y,2) — f (z,W,X,y)
= (WX, ¥,2) H(W,X,yz) — W(X,Y,2) — (W,X,y)z~(ZW, X,y)
= (W, X, y)+ w(z,x,y) + (W,x,y)z

linealizando las expresiones porque A es algebra al-
ternativa

i) (x,y,y) = 0 ii)(x,x,y)= 0 iii) (x,y,x) = 0
xy,2) =—-(x,2,y) ; (x,2y) =—-(zx y) ;
(x,y,2) == (2,y,X)

aplicando estos resultados tenemos: (x,y,z) = — (x,z,y)
=(zx.y)
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= (Wx,,2) + (WX,yZ) — W (X,,Z) — (W,XY,Z) — (ZW,X,Y)
+ w(X,y,Z)
= (WX,}’,Z) + (yZ,W,x) - (xy,Z,W) - (ZW,X,)’)

luego
—f(Z,W,X,Y) = (wanaZ) + (yZ,W,X) - (Xy,Z,W) - (ZW,X,Y)

sustituyendo aqui x,y,z,w en lugar de w,x,y,z respecti-
vamente tenemos que

— f(w,x,y,2) = (xy,z,W)Hz W,X,y) — (YZ,W,X) — (WX,Y,2)
—f(w,x,y,z) = — ((Wx,y,2)+(yz,w,Xx) — (xy,z,w) —
(zw.x.y))

9) f(w,x,y,z) = (wx,y,z) + (yz,w,x) — (xy,z,W) —
(Zw9x3y)

luego f(w,x,y,z) = — f(z,w,x,y)

Mediante esta igualdad, y usando la identidad
f(w,x,y,y) = 0 y sus linealizaciones se puede demostrar
que f(w,x,y,z) = 0 para cualquier par de argumentos
iguales.

fiw,x,y,z) = - f(z,w,x,y)
f(W,X,}',Y) = (Wx,}’,}’) + (y29w9x) - (Xy,YsW) - (yW,X,y)
=0
(Y wx) = (xy,y,w) + (yW,x,y)
+ (yw,x,z)
flw,x,y,2) = (Wx,y,2) + (yz,w,x) — (X y,Z,W) —
(zw,x,y)

= (WX,y,Z) +(XZ,)’,W)+ (YW,X,Z) - (Zy,W,X)

= (WX’Y’Z) + (yw,xiz)

= (Wxay9z) +(yw5x5z)

= (Wx,y,z) H(y,wx,z)

= (WX,y,2) — (WX,y,2)= 0

Corolario. f(w,x,y,z) = ([w,x], y,2) + ([y,2], W,X).
Demostracién. Sabemos que

a) f(W,X,Y,Z) = (Wx,y,z) + (YZ,W,X) - (XY,Z,W) -
(zw.x.y)

como A es un algebra alternativa vale la identidad
(xy,x,y) = 0 linealizando esta identidad en ambas va-
riables tenemos:

luego tenemos

—(xy,z,w) - (ZW,X,Y) = (XW,Z,y) + (Zy,x,w)

sustituyendo esta expresion en (a) tenemos:
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fwx,y,2) = (Wx,y,2) + (yz,w,x) +(xw,2,y)H(zy,X,w)
= [(Wx,y,2) + (xw,z,y)] + [(yz,w,x)Hzy,x,W)]
= [(Wx,y,2) - (xw,y,2)] + [(yZ,W;X) — (zy,W;X]
= (WX-XW,y,Z) + (YZ —Zy,W,X)
= ([wx], y,2) +([y,2]), w,x).

Lema 3. Sea a,b ¢ A tal que (a,b,A) = {o}. Entonces
[a,b] e N.

Demostracién: A es un algebra alternativa, luego por
linealizacion.
(a,b,b)=0, (a,x,b) + (a,b,x) =0
entonces
(x,a,b)=(a,b,x)
(a,a,b) =0), (x,a,b) + (a,x,b )=0

sea X,y ¢ A elementos arbitrarios cualquiera. Entonces
por definicion de la funcién de Kleinfeld tenemos

f(x,y,a,b) = (xy, a,b) — y (x,a,b) — (y,a,b)x
f(x,y,a0)=0-y0-0x=0

por otra parte usando el corolario de lema 2 tenemos
que

f(x,y,a,b) = ([x,y], a,b) + ([a,b], x,y)

0 =(ab, [x,y]) + ([a,b], x,y)

0 =0+ ([ab], x,y)
por lo tanto ([a,b], x,y) = 0 entonces [a,b] ¢ N.
Corolario 1. [N,A]c N.
Demostracion. Por Lema 3 sabemos que si
(a,b,A) = (0) entonces [a,b] . N
sean ¢ N entonces (n,a,A) = (0) entonces [n,a] ¢ N por

lo tanto [N,A] c A.

Corolario 2. (Férmula nuclear escurridiza) Sean ¢ N
y X,¥,Z ¢ A. Entonces

n(x’y,z) = (nx’y’z) = (xn’y’z)=(x’Y’Z)n

Demostracién. n ¢ N por hipdtesis y Lema 1 parte 1
tenemos que

1) n(x,y,z) = (nx,y,2)

como por Corolario [N,A] c N entonces [n,x] ¢ N
(In,x].y,2) = (v;[n,x],2) = (y,2,[n,x])=0

Si ([u,x],y,z) =0 siy solo si (nx, y,z) - (x n, y,2) =0
si 'y solo si

2) (n,x,y,z)= (xn, y,z)
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luego del (1) y (2) tenemos que

3) n(x,y,2) = (nx,y,2) = (xn, y,z)
como n ¢ N entonces

4) (xn,y,2)= (x,1y,z) lema 3 parte (2).

Ademas sin ¢ N entonces [n, y] ¢ N (por corolario 1
lema 3). Por lo tanto

(x,[n,y],z)=0 entonces

5) (x,n y,2)= (x,yn,z). Luego de

3) ,4) y 5) tenemos que

6) n(x,y,z) = (nx.y,2) = (xn,y,z) = (x,1y,2) = (X,yn,Z).
uséando la identidad de Teichmiiller

(xy,;n,z) + (x,y,nz) = X (,0,2) + (X,y,0)z+(x,yn,z)
como n ¢ N tenemos que

7) (x,y,nz) = (x,yn,z)

de 6) y 7) tenemos que

8) n(x,y;2) = (nx,y,2) = (xn,y,z) =(x,ny,z ) = (x,yn,z) =
(x,y,nz) = (X,y,zn) = (X,y,Z)n

luego

n(x,y,z) = (nx,y,z) = (xn,y,z) = (x,y,z)n.

Denotaremos por ZN(A) el ideal del algebra A generado
por el conjunto [N,A]. Este ideal es como una medida
de la diferencia entre el centro asociativo N(A) y el
centro Z(A) de un algebra alternativa ZN(A) = {0} si
y solo si N(A)=Z(A).

Sea A un algebra sobre un anillo @ Consideremos el
anillo © como un médulo sobre si mismo.

El elemento idéntico 1 del anillo © es el generador del
Q mddulo, =0 ‘1. Consideremos la suma directa
A*=A®Q-1delos dos®—médulos Ay 1y
definamos la operacién multiplicativa en A* del modo
siguiente

(a+oa-D+PB-H=(@b+ab+f)+apf-1,donde
o, Bc®yabecA.

Llamaremos el algebra A* al digebra que se obtiene
por adjuncion formal del elemento idéntico del dlge-
bra A.

Tenemos que 1 es el elemento idéntico multiplicativo
de A* y ademas A es un subalgebra de A* .

Lema 4. Z N (A) = [N,A] A*= A*[N,A].
Demostracién. Veamos que ZN(A) = [N,A] A*

o : Sabemos que [N,A] € Z N (A) entonces
[N,AJA*C ZN (A)

: Veamos que M = [N,A] A* es un ideal del dlgebra
A.

N

Por corolario 1 del lema 3 tenemos que para todo
ne€ N,y e A*y para cualquier X,z € A

y[nx]=[nx]y+[y[nx]]e M
[nx]y-z=[nx](yz) e M
z-((nx)y=(znx])ye MA*=M
luego M es un ideal del dlgebra A
luego [N,A] € [N,A] A*=M
como M es ideal del algebra A tenemos que
ZIN(A) M
por lo tanto ZN(A) = M = [N,A] A*
analogamente se demuestra que
ZN(A) =A*[N,A].
Lema S (Slater). (ZN(A),A,A) € N.
Demostracién. Dado un elemento cualquiera
([x,n]y,z,t) e (Z N(A), A,A) donde n € Nx,y,z,t € A.

aplicando la relacion 4) y 1) a la siguiente expresion
tenemos

[x(y,2,8), n] =x [(,2,1), n] + [x,n](y.2,t)
=x[(y,zt), n] + ([x,n] y,z,t)

luego despejando

([x,n] Y,Zat) = [x(y’z’t)’n] - X[(y,l,t),n]
= (X(y,l,t))n - n(x(y,z,t)) —-X ((ysz’t)n -
n(y,z,t))
= (X(y,z,t))n - n(x(y,l,t)) -X ((yszat)n -
n (y,z,t))
= x((y,l,t)n) - n(x(y,z,t)) - X((y,lat)n
+x(n(y,z,)
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= x(n(y,z,t)) — n(x(y,z,t))

= X((Y,Z,t)n) - n(x(y’z’t))

= (X(Y,Z,t))n - (X(Y,Z,t))

= [x(y,z,t),n] € [ALN]S N
([x,nly,zt) eN

luego
(ZN(A),A,A) C N.

Lema 6. Sean € N y nA* n= {o}. Entonces

(n)?={ 0 }, donde (n) es ideal del algebra A genera-
do por el elemento n.

Demostracién: Primero veamos que: (n) = A* n A*

2: A*n A* C (n) pues (n) es un ideal del algebra} A

C: veamos que el conjunto A* n A* es un ideal del
algebra A

neA*nA* puesn=1-n-1
luego A*n A*#0
Para todor € Ay para todo s, t € A* tenemos que
(rs,nt) =rs-nt—r-sqt
luego
r-snt =rs-nt—(r,s,nt)
=715 ' nt—(r,5,tn) =15 - nt — (1,8,t)n
=rs-nt-n(rs,t) e A*n A*
luego
r-snt€ A*nA*
analogamente snt - r € A* n A*
(s,nt,r) =snt - r — s ((nt)r)
luego tenemos
snt'r =s- (nt)r+ (s,nt,r)
=s - (nt)r + (s,tn,r)
=s - (nt)r + (s,nt,r)
=s - (nt)r + (sn,t,r)
=8 (nt)r + (ns,t,r)
= - (nt)r + n(s,t,r)
=s-n(tr) +n(s,t,r) ¢ A*n A*
luegosnt r e A*n A*

luego A* n A*es un ideal del algebra A.

(n) € A*n A* pues A* n A* es un ideal de A
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(n)=A*nA*
Por hipétesisn A*n= {o},n ¢ N.

Veamos que (n)® = {0} para lo cual basta demostrar
querns - tnv =0, para cualquier r,s,t,v ¢ A% Aplicando
varias veces la relacion dada en corolario 2 del lema
3) tenemos.

(r,ns,tnv)  =(r(ns) - (tnv)—r - (ns)(tnv)
(tns,tnv)=rns-(tav—r- (ns)(tnv)
ms-tnv =r-(ns)(tnv) + (r,ns,tnv)
= r[(ns) (tn) ).v ] —r (ns,n,v) + n(r,s,tnv)
=r1[n(st)n - v]—r- n(s,t,nv) + (r,s,n - t nv)
=r[n(st)n: v] —r - n(s,t,nv) + (r,s,n - t nv)
=10 -rn(s,t,v)n- (s,t,v)n +0
=0-r-0
=0

luegor fs-tnv=0;luego cualquiera sea r,s,t,v ¢ A*

luego ms - tnv = 0, cualquiera sean los elementos
ms, tnv ¢ A* n A#

luego (n)* = {o}

Lema 7 : (Moufang) Para toda algebra alternativa A se
cumplen las siguientes identidades.

= [(xy)z]y (identidad de Moufang a derecha)
= ylz(yx)]y (identidad de Moufang a iz-
quierda)

(xy)(zx) = x(yz)x (identidad central de Moufang)

x(yzy)
(yzykx

Demostraciéon. Veamos que el algebra A satisface
(x%,y,x) =0 (identidad de Jordan)
Por ser flexible y alternativa a izquierda tenemos que
xy,x)=0, (x,x,y)=0
(xy)x =x(yx) , x* y =x (xy)
luego
(x2y) x=x (xy)x =x 2 (yx)
(x2y)x—x2(yx)=0
(x2,y,x)=0paratodox,y ¢ A
usando esta identidad de Jordan tenemos que
0=(xy2%y)=@xy*)y-xy’

luego x y* (x y*)y = [(xy)yly
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luego por teorema el algebra A satisface la identidad.

0={y-[(xy)yly}A' (2
= {x yyy- [(xy)yly }A' (2)
=x(yzy) + x (Y2 2rtx 2y 2{(xy)z] y - (x y?)z-(x2) y* ]
= (x(yzy) - [(xy)zly) - (x y* )z - ((x2) y* - x (zy))
= (x(yzy) - [(xy)z) y — (x, ¥%2) - (x,2, y*)
=x(yzy) - [(xy)zly

luego x (yzy) = [(xy)z] ¥

analogamente se demuestra la identidad de Moufang a
izquierda (yzy)x = y[z(yx)].

Finalmente

(xy) (zx) - x(y2)x = — (xy,2,X) * (x,y,2) X
= (Z,X)’,X) + (Z,X,y) X
= [2(xy)]x — 2xyx)t [(Z)y]x — [z(xy)]x
=[(zx)ylx-z(xyx)=0

luego (xy)(zx) = x (yz) X

Corolario: Para un algebra alternativa cualquiera A se
cumplen las siguientes identidades.

1) (x,y,2)x = (X,Xy2),
1) x(x,,2) = (X,y%,2),
2) (x%y,z) = (X,X 0 y,2),
2%) (x3, yz) = x 0 (X,Y,2).

Demostracién. Las identidades 1) y 1’) son equivalen-

tes a las identidades de Moufang a derecha a izquierda
respectivamente.

(zxy,x) + (zx,y)x = -z (xyx) + [(zx)y]x = 0
(x,yx,z) + x(y.x,2) = (xyx) z— x [y(x2)] = 0

ademas tenemos que

0=(%yx) A (2)=(x02Yy,2) +(x%,2)

luego (x%y,2) =(x 02,y,2)=(y,x 02,2)

Lema 8 : Sean a y b elementos de un algebra A tal que
(a,b,A) e N. entonces para cualquier elemento x € A el
elemento n=(a,b,x) pertenece a N y (n)?> = {o}
Demostracién: Sean y,z elementos cualquiera del al-

gebra A. Por corolario de las identidades de Moufang
tenemos que

(X,y,2)x = (x,Xy,z)

linealizando dicha expresion tenemos que
(n,y,2)x + (x,y,Z)n = (n,Xy,z)+H(x,ny,z)
luego despejando

(x,y,2) n = — (n,y,2)x +{n,xy,z)+(x,ny,z)
tomando x = a y n =((a,b,y) € N tenemos que
(a,)’,z)(a,ba)’) == ((a,b,Y)ay,Z) + ((aab,)’),ay,l)+
(x,(a,by)y;z)
= (x,(a,b,y)y,2)
=(x,a,by*),2)=0

analogamente tenemos que
X(%,y,2)= (x,y%,2)

linealizando dicha expresion tenemos que

n(x,y,z) + x(n,y,z) = (n,yx,z) + (x,yn,z)
n(X,)’,Z) = x(naY9Z) + (n,)'x’z) + (X,y Il,Z)
tomando n = (a,b,y) ¢ N y x = a tenemos

(a,b,y)(a,y,2) = — x((a,b.y),y,2) +((a,b,y),ya,z) +
(a,y(a,b,y),2)

=0+0 Ha,(a,b,y)yz) = (a,(a,b,y?)z)= 0

sea (y,x,2)y = (y,yx,z) linealizando tenemos que

(ax,2) y + (y:x,z)a = (a,yx,2) +(y,ax,2)
(aaX,Z)y == (y,x,z)a + (a,yx,z)+ (y,ax,z)

tomando x = b tenemos que

(a,b,z) y = - (y,b,z)at+(a,ya,z)+(y,ab,z)
(ab2)y(ab,2)=—(ybz)a" (ab,2) Hayaz)(ab.z)*(y,ab,z)
(:’t—)’g,b,z) - a(a,b,z) + (a,ya,z)(a,b,z)*+ (y,ab,z) (a,b,z)
=—(y,b,z) (a,ab,z) =0

luego tenemos que

nA*n = {o} luego tenemos que

(n)* = {o}

Corolario. Si el dlgebra alternativa A es simple y no
asociativa, entonces N =Z.

Demeostracién: Si N no esta incluido en Z entonces
ZN(A) # {0}

pero como el algebra es simple tenemos que
ZN(A)=A.
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Pero por lema 5 (Slater) el algebra satisface la iden-
tidad

(xvy’z),rys)) =0.

Dado que A es no asociativa, entonces existe un elemento
n=(x,y,z) # 0 y n=(x,y,z) N ademds

por lema 7 tenemos que (n)°*= {o} y como A es simple
tenemos que (n) = {o} entonces n =10

contradiccion, luego N =A.
Teorema 3. (Artin).

En toda 4lgebra alternativa cualquier par de elementos
de ella generan un subalgebra asociativa.

Demostracién. Sea A un algebra alternativa y B la
subalgebra generada por el par de elementos

a,beA.

Demostrar que B es asociativa es probar que para pro-
ductos finitos los elementos arbitrarios

u, u, y u, donde u,= u,(a,b), i= 1,2,3 se satisface la
condicion.

(v,,u,u,)=0.

La demostraci6n se hace por induccién sobre el nimero
n=d(u)+d (u,) + d(u,) donde

d(u ) es el namero de factores en u, i =1,2,3 si n =3
es el primer paso del proceso inductivo se cumple por
condiciones de flexibilidad e identidades alternativas

a izquierda y derecha.

Sin>3yv, v, v, son productos finitos de a y b con
d (v,) +d(v,)+d(v,) <n tal que

(v» v,, v,)= 0 (Hipdtesis Inductiva).
Sin pérdida de generalidad consideremos
u=Aayu=»~AaigA,i=12.

Luego por linealizacién de la identidad de Moufang
tenemos

(u,uu)=(RAa,Aau)=-(A u, A aa)+aR,A,
a,u,)+u, (A, A,a,3)

==\ u, haa)=-a(} u,A,a) =0puesdiu,)
+d(A)+d(a)<n.
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Corolario. Toda algebra alternativa es asociativa en
sus potencias.

Propeosicién 2. Supongamos que el dlgebra alternativa
A verifica la siguiente Identidad [x,y]"= 0. Entonces, los
elementos nilpotentes de A forman un ideal de A.

Demostraciéon: Consideremos inicialmente el caso en
que A es un algebra asociativa.

Sea I el nil-ideal maximal de A entonces A=A/l esun
algebra cociente que no tiene nil-ideales bilateros no
nulos. Supongamos que existe un elemento nilpotente
x€A tal que x¥2 = 0. Consideremos el ideal a mano de-
recha ¥ A. Para cualquier y € A tenemos que

O = [%7]"(xy)
- xy ntl

Asi que el ideal X A es nil-ideal a mano derecha de in-
dicen+ 1. Luego por el teorema de Levitzki que afirma
lo siguiente «toda nil- dlgebra asociativa finitamente
generada que satisface una identidad polinomial, es
nilpotente», el ideal X A es localmente nilpotente.

Observemos que X A # {0}, dado que si ¥ A = {0}, en-
tonces ¥ genera un ideal bilatero no nulo de A, lo cual
no puede ser. Pero entonces el radical de Levitzki L (A)
de A ( es deir el radical localmente nilpotente) es no
nulo, lo cual no puede ser pues A no tiene nil-ideales
no nulos y L(A) es un nil-ideal bilateral de A.

Supongamos que A es un algebra alternativa, sea
X,y e A dos elementos nilpotentes de A, luego por
teorema de Artin («En toda algebra alternativa A, dos
elementos cualquiera de ella generan una subalgebra
asociativa de A»). Sea B el dlgebra generada por el par
de elementos X, y ¢ A, luego B es un algebra asocia-
tiva, por lo tanto vale lo demostrado inicialmente, los
elementos nilpotentes de B forman el ideal pedido

Ni (B). De lo cual se desprende que x + y es nilpotente
y que si x es nilpotente, y es un elemento cualquiera de
A entonces Xy, yXx son elementos nilpotentes.

Definicion 14. Un élgebra es nilpotente si existe un
numero natural minimo n tal que A" = {o}.

Ademais un elemento x de A es nilpotente si la subalgebra
generada por dicho elemento es nilpotente.

Definicion 15. Diremos que un dlgebra A es localmente
nilpotente si toda subalgebra B de A finitamente gene-
rada es nilpotente.

Lema 9. Sea A algebra conmutativa. Entonces
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(x,y,2)?> = 0, para todo x,y,Z € A.

Demostracién Veamos que el algebra conmutativa
satisface la siguiente identidad.

1) 4(x,(x,y,z),z) =0
en efecto tenemos que

4(x,(x,y,2),2) = 4 ([x(x,y,2)]z — x[(x,y,2)z])
=4 [x(x,y,z)]z — 4x [(x,y,2)z]
= [x(x,y,2)]z + [x(x,y,2)]z
+ [X(x,y,z)]2+[x(x,y,z)]z - {X[X(x,)’,Z)Z]
+x [(x,y.2)z]+ x [(x,y,2)z]* x[(x,,2)z] }
= [x(x,y,2)I+ [(x,y2)x] z+z[x(x.y,2) +

(x.y,2)x]

- §X[(X,Y,Z)Z+Z(X,y,2)] Hx.y,2)ztz(x,y,2)]
X
= [XO (xaysz)]z + Z[X Y (xsyaz)] - {X[(X,y,Z)
o z+ [(x,y,z) 0 z]x}
=[x 0 (x,y,2)]o z— x o[(x,y,z) 0 Z]
=(x%y,z) 0 Z~ X 0 (X,y,Z%)
= (xz,y’ZZ) - (xz’y’ ZZ) =0

Por corolario 1 de lema 1 tenemos que
0=3(x,y,2) 3 (x,y,2)= 9 (X,y,2)

de las identidades de Moufang y relacion (1) tenemos
que:

8(x,y,2)* =4 - 2 (x,y,2)*= 4 [(x,y,2)*+ (x,y,2)’]
=4[(xy.2) 0 (x,y,2)]
=4 (x,(x,y,z)o y’Z) -4 yo (x,(x,(x,y,z),z)
=4 (X,(X,yz ,Z)Z) -4 (X,(X,y,Z),Z)O y
4(x,(x,y%2),z) - 00y
= 4(x,(x,¥?, z),z) =0

luego
(X,)’,Z)z =9 (X,y,z)z -8 (x9ysz)2 =0-0=0 s

luego finalmente (x,y,z)? = 0

3. Conclusién
Teorema 4. (Zhelakov)

Un algebra alternativa conmutativa simple A es un
cuerpo.

Demostracién. Por la proposicion 2, todos los elementos
nilpotentes del lgebra A forman un ideal I. A no es aso-
ciativa, entonces por lema 8 1 #{o} y por lo tanto como
A es simple por hipdtesis necesariamente I = A, por lo
cual A es una nilalgebra. El algebra A es conmutativa
por hipotesis, por lo tanto satisface una identidad polino-
mial esencial. Por teorema, A es localmente nilpotente,
pero por proposicion 1 (no existen algebras nilpotentes
simples) contradiciendo la simplicidad de A. Por lo cual
A es asociativa, y por lo tanto A es un cuerpo.
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